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Íàó÷íûå ðåçóëüòàòû ðàáîò íåîáõîäèìî óïîðÿäî÷èâàòü. Âàæíîå çíà÷åíèå èìåþò åäèíî-

îáðàçíîå ïîíèìàíèå òåðìèíîâ, çíàíèå ôàêòîâ è òåíäåíöèé ðàçâèòèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùå-

íà îáñóæäåíèþ ýòèõ âîïðîñîâ íà ïðèìåðå «ìîäåëè ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà (âîññòàíîâ-

ëåíèÿ çàâèñèìîñòåé)» â öåëÿõ ôîðìèðîâàíèÿ åäèíîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé áàçû äëÿ îáñóæ-

äåíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ âîïðîñîâ â ýòîé îáëàñòè. Ðàññìîòðåíû ÷åòûðå ìåòîäà âîññòà-

íîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè. Âûäåëåíû ìîäåëè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ äåòåðìèíè-

ðîâàííîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ñîãëàñíî íîâîé ïàðàäèãìå ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè

ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå îòêëîíåíèé (ïîãðåøíîñòåé, íåâÿçîê) ïðîèçâîëüíûì,

ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì — äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé îöåíîê ïàðàìåòðîâ

è çàâèñèìîñòè öåëåñîîáðàçíî ïðåäïîëîæèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé öåíòðàëüíîé ïðåäåëü-

íîé òåîðåìû. Äðóãîé îñíîâíîé òèï âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåòîäà íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ îñíîâàí íà âûáîðêå ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ íå-

ïàðàìåòðè÷åñêîé è ðàñïðåäåëåíèå äâóìåðíîãî âåêòîðà — ïðîèçâîëüíûì. Îá îöåíêå

äèñïåðñèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî â ìîäåëè íà îñíîâå âû-

áîðêè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, î êîýôôèöèåíòå äåòåðìèíàöèè êàê êðèòåðèè êà÷åñòâà ìîäå-

ëè — òîëüêî â ñëó÷àå âûáîðêè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ. Èññëåäîâàíû âîïðîñû ñãëàæèâàíèÿ

âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ðàññìîòðåíû ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé â ïðîñòðàíñòâàõ

îáùåé ïðèðîäû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå åñòåñòâåííîé îöåíêè ðàçìåð-

íîñòè ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, à ïîñòðîåíèå èíôîðìàòèâíîãî ïîäìíîæåñòâà

ïðèçíàêîâ íàòàëêèâàåòñÿ íà ýôôåêò «âçäóâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè». Îáñóæ-

äàþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåãðåññèîííîìó àíàëèçó èíòåðâàëüíûõ äàííûõ, êîíñòàòè-

ðóåòñÿ óõîä â ïðîøëîå ïîäõîäà òàê íàçûâàåìîãî êîíôëþýíòíîãî àíàëèçà. Ìíîãîîáðàçèå

ìîäåëåé ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ïðèâîäèò ê âûâîäó, ÷òî íå ñóùåñòâóåò åäèíîé «ñòàí-

äàðòíîé ìîäåëè». Êðèòè÷åñêèé ðàçáîð óñòîÿâøèõñÿ âçãëÿäîâ íåîáõîäèì äëÿ êâàëèôè-

öèðîâàííîãî ðàçâèòèÿ è ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, â ÷àñò-

íîñòè, äëÿ ïåðåõîäà íà ñîâðåìåííóþ ïàðàäèãìó ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè.
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ñòèêè; ðåãðåññèîííûé àíàëèç; ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ; íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñòà-
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Streamlining the results of scientific research entails the necessity of the uniform understanding of

terminology, accumulation of facts and insight of the development trend. We consider those issues on

the example of “regression analysis model (recovery of the dependencies)” to form a unified method-

ological base for discussing various particular issues in this field. Four methods are considered. The

models of the method of least squares with deterministic independent variable are singled out. Accord-
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ing to the new paradigm of applied statistics, the distribution of deviations (errors, discrepancies)

should be considered arbitrary, with one restriction, to obtain the limiting distributions of the esti-

mates of parameters and dependencies, it is expedient to assume the fulfillment of conditions of the

central limit theorem. The second basic type of probabilistic-statistical models of the method of least

squares is based on a sample of random vectors. The dependence is nonparametric and distribution of

the two-dimensional vector is arbitrary. Estimate of the variance of the independent variable can be

considered only in a model based on a sample of random vectors, as well as the coefficient of determina-

tion as a criterion for the quality of the model. The issues of smoothing time series are discussed.

Methods of reconstructing dependencies in spaces of general nature are considered. It is shown that

the limiting distribution of the natural estimate of the dimensionality of the model is geometric, and

construction of the informative subset of features comes across the effect of “inflation of the correla-

tion coefficients.” Different approaches to the regression analysis of interval data are discussed: the ap-

proach of confluent analysis becomes a thing of the past. An analysis of the variety of models of regres-

sion analysis leads to the conclusion that there is no single “standard model.” Critical analysis of the

hardened beliefs is necessary for competent development and application of mathematical methods of

research, in particular, for transition to a modern paradigm of applied statistics.

Keywords: mathematical statistics; new paradigm of applied statistics; regression analysis;

least-squares methods; nonparametric statistics; non-numerical statistics; estimation of the

dimensionality of the model; statistics of interval data.

Çà ñòîëåòèÿ ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ

èññëåäîâàíèÿ íàêîïëåí îãðîìíûé ìàññèâ íàó÷-

íûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàê, åùå 30 ëåò íàçàä ìû îöå-

íèâàëè [1] ÷èñëî ñòàòåé è êíèã â ýòîé îáëàñòè

êàê 106, â òîì ÷èñëå àêòóàëüíûõ äëÿ ñîâðåìåí-

íûõ èññëåäîâàòåëåé — êàê 105. Ñêîëüêèìè ñòàòü-

ÿìè è êíèãàìè ìîæåò îâëàäåòü îäèí ÷åëîâåê?

Áîëüøèíñòâî — 103, îòäåëüíûå íàèáîëåå ïðî-

äâèíóòûå ëèöà — 104, ÷òî íà îäèí-äâà ïîðÿäêà

ìåíüøå, ÷åì îáúåì íàêîïëåííûõ íàó÷íûõ ðå-

çóëüòàòîâ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìû ðàáîòû ïî óïî-

ðÿäî÷åíèþ íàêîïëåííûõ íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû âàæíî åäèíîîáðàçíîå ïî-

íèìàíèå òåðìèíîâ, çíàíèå ôàêòîâ è òåíäåíöèé

ðàçâèòèÿ. Îáñóäèì ýòè âîïðîñû íà ïðèìåðå «ìî-

äåëè ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà (âîññòàíîâëåíèÿ

çàâèñèìîñòåé)» â öåëÿõ ôîðìèðîâàíèÿ åäèíîé

ìåòîäîëîãè÷åñêîé áàçû äëÿ îáñóæäåíèÿ ðàçëè÷-

íûõ ÷àñòíûõ âîïðîñîâ ýòîé îáëàñòè.

×åòûðå ìåòîäà âîññòàíîâëåíèÿ

çàâèñèìîñòè

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå èìååòñÿ îäíà íåçàâèñè-

ìàÿ t è îäíà çàâèñèìàÿ x êîëè÷åñòâåííûå ïåðå-

ìåííûå. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü (êàê ãîâîðÿò, âîññòà-

íîâèòü) ôóíêöèþ, îïèñûâàþùóþ çàâèñèìîñòü x

îò t.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïðèíèìàþò, ÷òî ýòà çà-

âèñèìîñòü — ëèíåéíàÿ: x(t) = at + b. Èñõîäíûå

äàííûå — íàáîð n äâóìåðíûõ âåêòîðîâ. Ïðåä-

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìåþòñÿ îòêëîíåíèÿ îò ëèíåé-

íîñòè, ò.å. xi = ati + b + ei, ãäå ei, i = 1, 2, ..., n, —

ïîãðåøíîñòè (îòêëîíåíèÿ, íåâÿçêè). Íåîáõîäèìî

îöåíèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû a è b.

Êàê èçâåñòíî, îöåíèòü èõ ìîæíî ðàçíûìè

ñïîñîáàìè. Òàê, ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì. Òî÷êè (ti, xi), i = 1, 2, ..., n, íàíîñÿò

íà ïëîñêîñòü è ïðîâîäÿò ñ ïîìîùüþ ëèíåéêè

ïðÿìóþ ëèíèþ, íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèæà-

þùóþ ýòè òî÷êè (ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìèëëèìåò-

ðîâóþ áóìàãó èëè îïöèþ «Êîððåëÿöèîííîå ïîëå»

â ïðîãðàììíîì ïðîäóêòå äëÿ ðàáîòû ñ ýëåêòðîí-

íûìè òàáëèöàìè Excel). Íåäîñòàòêè — ñóáúåêòè-

âèçì è íåâîçìîæíîñòü òî÷íîãî îöåíèâàíèÿ çàâè-

ñèìîñòè è åå ïàðàìåòðîâ.

×àùå èñïîëüçóþò ðàñ÷åòíûå ìåòîäû. Îñíîâ-

íàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü

îäíîâðåìåííî âñå îòêëîíåíèÿ xi – ati – b. Ðåàëè-

çîâàòü ýòó èäåþ ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.

Â ìåòîäå íàèìåíüøèõ ìîäóëåé ìèíèìèçèðóþò

ïî a è b ôóíêöèþ

g a b x at b
i i

i

n
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�

�

1

Â ìåòîäå ìèíèìàêñà â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ

ñóììàðíîãî îòêëîíåíèÿ âìåñòî ñóììû ìîäóëåé

ìèíèìèçèðóþò ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå
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Ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ âûãëÿäèò ìå-

íåå åñòåñòâåííûì, ÷åì ìåòîä íàèìåíüøèõ ìîäó-

ëåé è ìåòîä ìèíèìàêñà. Äåéñòâèòåëüíî, ïî÷åìó

êâàäðàò, à íå äðóãàÿ ñòåïåíü? Îäíàêî èñïîëüçóþò

è ïðèìåíÿþò èìåííî ìåòîä íàèìåíüøèõ êâà-

äðàòîâ. Ïî÷åìó â êîíêóðåíòíîé áîðüáå ïîáåäèë

èìåííî ýòîò ìåòîä? Ïî íàøåìó ìíåíèþ, äåëî â

òîì, ÷òî îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ìåòîäà íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå
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ìèíèìèçàöèè f(a, b), çàäàþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè

ôîðìóëàìè (ñì., íàïðèìåð, [2]), â òî âðåìÿ êàê

îöåíêè ïàðàìåòðîâ äëÿ äâóõ äðóãèõ ìåòîäîâ ìî-

ãóò áûòü íàéäåíû ëèøü ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííûõ

àëãîðèòìîâ [3]. Äëÿ ìèíèìèçàöèè f(a, b) ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíê-

öèè ïî ïàðàìåòðàì a è b, â òî âðåìÿ êàê g(a, b) è

h(a, b) íå äèôôåðåíöèðóåìû èç-çà íàëè÷èÿ â íèõ

ìîäóëÿ. Íàëè÷èå òî÷íûõ ôîðìóë íå òîëüêî

îáëåã÷àåò âû÷èñëåíèå îöåíîê ìåòîäà íàèìåíü-

øèõ êâàäðàòîâ, íî è ïîçâîëÿåò ãëóáîêî èçó÷èòü

ñâîéñòâà ýòèõ îöåíîê.

Â ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèÿõ íå áûëî íèêà-

êèõ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è äðó-

ãèå ðàíåå óïîìÿíóòûå ìåòîäû ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü â ðàìêàõ òåîðèè ïðèáëèæåíèé. Îäíàêî åñëè

öåëåñîîáðàçíî ïåðåíåñòè âûâîäû ñ íàáîðà òî÷åê

(ti, xi), i = 1, 2, ..., n, íà áîëåå øèðîêóþ ñîâîêóï-

íîñòü, òî íåîáõîäèìî ââåñòè âåðîÿòíîñòíî-ñòàòè-

ñòè÷åñêèå ìîäåëè, íàöåëåííûå íà ïåðåõîä îò âû-

áîðêè ê ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

Ðàññìîòðèì äâà îñíîâíûõ òèïà âåðîÿòíîñò-

íî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Èìååòñÿ ìàññà ëèòå-

ðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëÿì

ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà (âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñè-

ìîñòåé), ïîýòîìó äàåì ññûëêè ëèøü íà òå ïóáëè-

êàöèè, êîòîðûå íåîáõîäèìû ïî õîäó èçëîæåíèÿ.

Ìîäåëè ñ äåòåðìèíèðîâàííîé

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé

Øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìîäåëè ñ äåòåðìèíèðî-

âàííîé íåçàâèñèìîé êîëè÷åñòâåííîé ïåðåìåí-

íîé t. Äëÿ çàâèñèìîé êîëè÷åñòâåííîé ïåðåìåí-

íîé x ñëó÷àéíîñòü ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ

xi = ati + b + ei, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðûõ ñòîÿò

ñëó÷àéíûå ïîãðåøíîñòè (îòêëîíåíèÿ, íåâÿçêè)

e1, e2, ..., en. Îòëè÷èòåëüíàÿ ÷åðòà ýòîãî òèïà ìî-

äåëåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ

ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, à çàâèñèìàÿ —

ñëó÷àéíîé.

Â áàçîâîé ìîäåëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû e1, e2,

..., en ïðåäïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûìè. Êàêîâî èõ îáùåå ðàñïðåäåëå-

íèå? Â óñòàðåâøèõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêàõ

÷àñòî ïðèíèìàþò, ÷òî èõ ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüíûì (ãàóññîâñêèì). Îäíàêî õîðîøî èç-

âåñòíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-

àëüíûõ äàííûõ íå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè [2, 4].

Ïîýòîìó ñîãëàñíî íîâîé ïàðàäèãìå ïðèêëàäíîé

ñòàòèñòèêè [5] ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí e1, e2, ..., en ïðîèçâîëüíûì,

ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì — äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëü-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé îöåíîê ïàðàìåòðîâ è çàâèñè-

ìîñòè öåëåñîîáðàçíî ïðåäïîëîæèòü âûïîëíåíèå

óñëîâèé öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû, òî÷-

íåå — óñëîâèÿ Ëèíäåáåðãà [6].

Ñîãëàñíî [7] ìîäåëü âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñè-

ìîñòè ñ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåí-

íûìè ñëó÷àéíûìè ïîãðåøíîñòÿìè, èìåþùèìè

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî âèäà, íàçûâàåòñÿ

íåïàðàìåòðè÷åñêîé. Èìåííî åå ñëåäóåò èñïîëü-

çîâàòü íà ïðàêòèêå, ïîñêîëüêó ïàðàìåòðè÷åñêàÿ

ìîäåëü ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà, îñîáåííî ñ íîð-

ìàëüíûìè îøèáêàìè, íå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëü-

íîñòè. Çäåñü ïîä ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëüþ ïî-

íèìàþò ìîäåëü, â êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèÿ ïî-

ãðåøíîñòåé ïðèíàäëåæàò òîìó èëè èíîìó ïàðà-

ìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó — ïîäñåìåéñòâó ÷åòû-

ðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà Ê. Ïèðñîíà [8].

Åñëè â îïèñàíèè àëãîðèòìà ðåãðåññèîííîãî àíà-

ëèçà èñïîëüçóþò ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà èëè

Ôèøåðà, òî íåîáõîäèìî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé ïðåäïîëàãàþòñÿ íîð-

ìàëüíûìè, ñëåäîâàòåëüíî, àëãîðèòì íå ñî-

îòâåòñòâóåò íîâîé ïàðàäèãìå ïðèêëàäíîé ñòà-

òèñòèêè.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè íåïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè

ïîãðåøíîñòåé ñàìà çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ïàðà-

ìåòðè÷åñêîé. Êàê ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, èìå-

þòñÿ ìíîãî âàðèàíòîâ ïîñòàíîâêè çàäà÷ íåïàðà-

ìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü îáîáùàåòñÿ â äâóõ íà-

ïðàâëåíèÿõ — ïåðåõîä îò ëèíåéíîé ìîäåëè ê áî-

ëåå îáùåìó âèäó çàâèñèìîñòè è îòêàç îò íåçàâè-

ñèìîñòè è îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè ïîãðåø-

íîñòåé. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü äîëæíà

áûòü ëèíåéíîé ïî ïàðàìåòðàì. Íàïðèìåð, òèïî-

âîé ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü

xi = a1f1(ti) + a2f2(ti) + ... + amfm(ti) + ei,

i = 1, 2, ..., n, (1)

ãäå ôóíêöèè f1(t), f2(t), ..., fm(t) çàäàíû, à ïàðàìåò-

ðû a1, a2, ..., am ïîäëåæàò îöåíêå ìåòîäîì íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà

fk(t) = tk – 1, k = 1, 2, ..., m, çàâèñèìîñòü (1) îïèñû-

âàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Åñëè æå çàâèñèìîñòü íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíîé ïî ïàðàìåòðàì, òî ìèíèìèçà-

öèþ â ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæíî ïðî-

âåñòè ëèøü ÷èñëåííî, à òåîðåòè÷åñêîå èçó÷åíèå

ñâîéñòâ îöåíîê âñòðå÷àåò ñëîæíîñòè.

Ïåðåõîä îò îäíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ê

íåñêîëüêèì íå ïðåäñòàâëÿåò ìåòîäîëîãè÷åñêèõ

ñëîæíîñòåé.

Ìíîãî ïîñòàíîâîê ïîðîæäàåò îòêàç îò íåçà-

âèñèìîñòè è îäèíàêîâîé ðàñïðåäåëåííîñòè ïî-

ãðåøíîñòåé. Íàïðèìåð, äèñïåðñèè íåçàâèñèìûõ

ïîãðåøíîñòåé ìîãóò çàâèñåòü îò íåçàâèñèìîé ïå-

ðåìåííîé t, íàïðèìåð ëèíåéíî. Âîçíèêàþùèå â

òàêîé ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû ðàññìîòðåíû â [9].

Îòêàç îò íåçàâèñèìîñòè ïðèâîäèò ê áîëåå ñëîæ-
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íûì ìîäåëÿì, ïîñêîëüêó çàâèñèìîñòü ìîæíî ìî-

äåëèðîâàòü ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Íàèáîëåå ïðî-

ñòîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü, â êîòîðîé âñå ïàðû ïî-

ãðåøíîñòåé èìåþò îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû

êîððåëÿöèè. Â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè íåîáõî-

äèìû íîâûå èññëåäîâàíèÿ.

Ìîäåëè àíàëèçà ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Âòîðîé òèï âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ

ìîäåëåé îñíîâàí íà âûáîðêå ñëó÷àéíûõ âåêòî-

ðîâ. Â òàêèõ ìîäåëÿõ èñõîäíûå äàííûå â ïðî-

ñòåéøåì ñëó÷àå — äâóìåðíûå ñëó÷àéíûå âåêòî-

ðû (xi(ù), yi(ù)), i = 1, 2, ..., n, îïðåäåëåííûå íà

îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå.

Â áàçîâîé ìîäåëè âñå ýòè ñëó÷àéíûå âåêòîðû íå-

çàâèñèìû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû ñ âåêòîðîì

(x(ù), y(ù)). Â êà÷åñòâå îöåíèâàåìîé çàâèñèìîñòè

ðàññìàòðèâàþò óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-

íèå y(ù) ïðè óñëîâèè çàäàííîãî çíà÷åíèÿ x(ù).

Ïóñòü ñëó÷àéíûé âåêòîð (x(ù), y(ù)) èìååò

ïëîòíîñòü p(x, y). Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè âåðîÿò-

íîñòåé, ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ y(ù)

ïðè óñëîâèè x(ù) = x0 èìååò âèä

p y x p y x x
p x y

p x y y

( | ) ( | ( ) )
( , )

( , )

.� � �

��

	�

�

�
0

d

Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ò.å. ðåãðåñ-

ñèîííóþ çàâèñèìîñòü y îò x, ìîæíî çàïèñàòü êàê

f x yp y x y

yp x y y

p x y y
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ðåã-

ðåññèîííîé çàâèñèìîñòè äîñòàòî÷íî íàéòè îöåí-

êè ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòè pn(x, y) òàêèå, ÷òî

pn(x, y) � p(x, y)

ïðè n � �. Òîãäà íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ðåã-

ðåññèîííîé çàâèñèìîñòè

f x

yp x y y

p x y y

n

n

n

( )

( , )

( , )
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��
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��
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�
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d

d

ïðè n � � ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ðå-

ãðåññèè êàê óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ, ò.å.

fn(x) � f(x).

Îáùèé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ

îöåíîê ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â

ïðîñòðàíñòâàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû ðàçâèò â ðÿäå

ïóáëèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [2]), ïîñëåäíåé èç êî-

òîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòàòüÿ [10].

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âûáîðêà (xi(ù), yi(ù)),

i = 1, 2, ..., n, ñîñòîèò èç ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, òî

áàçîâàÿ ìîäåëü âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ äâîéíîé íåïàðàìåòðè÷åñêîé, ò.å. çàâèñè-

ìîñòü — íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ è ðàñïðåäåëåíèå

äâóìåðíîãî âåêòîðà — ïðîèçâîëüíîå. Êàê óæå îò-

ìå÷àëîñü, ïðèíèìàòü ãèïîòåçó ìíîãîìåðíîé íîð-

ìàëüíîñòè íåò îñíîâàíèé. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ïîëåçíû ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè çàâèñèìîñòè,

íàïðèìåð,

y = b1ö1(x) + b2ö2(x) + ... + bmöm(x) + ey, (2)

ãäå ôóíêöèè ö1(x), ö2(x), ..., öm(x) çàäàíû, à ïàðà-

ìåòðû b1, b2, ..., bm ïîäëåæàò îöåíêå ìåòîäîì íàè-

ìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Â îòëè÷èå îò (1), â ïðàâîé

÷àñòè (2) âñå ñëàãàåìûå — ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Èòàê, äâå îñíîâíûå ìîäåëè îñíîâàíû íà äå-

òåðìèíèðîâàííîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé è

âûáîðêå ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Õîòÿ ðàñ÷åòíûå àëãîðèòìû ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ âî ìíîãîì ñîâïàäàþò, íî èíòåðïðåòà-

öèè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.

Òàê, îá îöåíêå äèñïåðñèè íåçàâèñèìîé ïåðåìåí-

íîé ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî â ìîäåëè íà îñíîâå

âûáîðêè ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, ðàâíî êàê è î êî-

ýôôèöèåíòå äåòåðìèíàöèè — êàê êðèòåðèè êà-

÷åñòâà ìîäåëè. Â ñëó÷àå ìîäåëè íà îñíîâå äåòåð-

ìèíèðîâàííîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ïîïûò-

êè ïðèìåíÿòü êîýôôèöèåíò äåòåðìèíàöèè â êà-

÷åñòâå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà ìîäåëè ìîãóò ïðèâåñòè

ê ãðóáûì îøèáêàì.

Ñãëàæèâàíèå âðåìåííûõ ðÿäîâ

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ âðåìåííûå ðÿäû

ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäåëåé ñ äåòåðìèíè-

ðîâàííîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, â êà÷åñòâå

êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ âðåìÿ t. Ïðè ýòîì äëÿ

çàâèñèìîé ïåðåìåííîé X(t) ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò

àääèòèâíóþ ìîäåëü

X(t) = T(t) + P(t) + R(t), (3)

ãäå T(t) — òðåíä, çàäàþùèé öåíòðàëüíóþ òåí-

äåíöèþ; P(t) — ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ;

R(t) — ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Èíîãäà ðàñ-
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ñìàòðèâàþò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ìîäåëü X(t) =

= T(t)P(t)R(t), îäíàêî îíà íå èìååò ñàìîñòîÿòåëü-

íîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó ïîñëå ëîãàðèôìèðîâà-

íèÿ ïåðåõîäèò â ìîäåëü (3) äëÿ ëîãàðèôìîâ

âêëþ÷åííûõ â ìîäåëü ñîñòàâëÿþùèõ.

Äëÿ ìîäåëè (3) ðàññìàòðèâàþò ðàçëè÷íûå âà-

ðèàíòû íåïàðàìåòðèêè. Íàïðèìåð, òðåíä T(t)

ìîæåò çàäàâàòüñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, à ïåðèî-

äè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ P(t) — áûòü ïðîèçâîëü-

íîé. Ìåòîäû íåïàðàìåòðè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ

ïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé äëÿ òàêîé ìîäåëè

ðàçðàáîòàíû â [11].

Îò íåçàâèñèìîñòè îòêëîíåíèé ïðèõîäèòñÿ îò-

êàçàòüñÿ ïðè äâèæåíèè îò äèñêðåòíîãî âðåìåíè ê

íåïðåðûâíîìó. Â ïðåäåëå îòêëîíåíèÿ ìîäåëèðó-

þòñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñ íåïðåðûâíûìè òðà-

åêòîðèÿìè. Òàê ïîñòóïàþò ïðè ìîäåëèðîâàíèè

äèíàìèêè êóðñîâ àêöèé è âàëþò. Ìàòåìàòè÷å-

ñêàÿ òåîðèÿ îöåíèâàíèÿ â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò

òàêîâîé â ñëó÷àå âûáîðîê ïîãðåøíîñòåé.

Ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé

â ïðîñòðàíñòâàõ îáùåé ïðèðîäû

Îáñóäèì ìîäåëè ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà â îá-

ùåì âèäå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïàðàìåòðè÷åñêèå

ïîñòàíîâêè çàäà÷ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà (âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé) â ïðîñòðàíñòâàõ

ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, çàòåì — íåïàðàìåòðè÷å-

ñêèå, ïîñëå ÷åãî ïåðåéäåì ê îöåíèâàíèþ íå÷èñ-

ëîâûõ ïàðàìåòðîâ â êëàññè÷åñêîé ñèòóàöèè,

êîãäà îòêëèê è ôàêòîðû ïðèíèìàþò ÷èñëîâûå

çíà÷åíèÿ.

Çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè (ïàðà-

ìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè). Ïóñòü X è Y — íåêîòî-

ðûå ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü èìåþòñÿ ñòàòèñòè-

÷åñêèå äàííûå — n ïàð (xk, yk), ãäå xk � X, yk � Y,

k = 1, 2, ..., n. Çàäàíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî È ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû è ñåìåéñòâî ôóíê-

öèé g(x, è): X × È � Y. Òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü ïà-

ðàìåòð è � È òàê, ÷òîáû g(xk, è) íàèëó÷øèì îáðà-

çîì ïðèáëèæàëè yk, k = 1, 2, ..., n. Ïóñòü fk —

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîêàçàòåëåé ðàçëè÷èÿ â Y.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïàðàìåòð è

åñòåñòâåííî îöåíèâàòü ïóòåì ðåøåíèÿ ýêñòðå-

ìàëüíîé çàäà÷è:

� �

�

n k k k

k

n

f g x y�

� �

�arg min ( ( , ), ).

� 1

(4)

×àñòî, íî íå âñåãäà, âñå fk ñîâïàäàþò. Â êëàññè÷å-

ñêîé ïîñòàíîâêå, êîãäà X = Rk, Y = R1, ôóíêöèè

fk ðàçëè÷íû ïðè íåðàâíîòî÷íûõ íàáëþäåíèÿõ,

íàïðèìåð, êîãäà ÷èñëî îïûòîâ ìåíÿåòñÿ îò îäíîé

òî÷êè x ïðîâåäåíèÿ îïûòîâ ê äðóãîé.

Åñëè fk(y1, y2) = f(y1, y2) = (y1 – y2)
2, òî ïîëó-

÷àåì îáùóþ ïîñòàíîâêó ìåòîäà íàèìåíüøèõ

êâàäðàòîâ:

� �

�

n k k

k

n

g x y� �

� �

�arg min ( ( , ) ) .

�

2

1

Â ðàìêàõ äåòåðìèíèðîâàííîãî àíàëèçà äàííûõ

îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé òåîðåòè÷åñêèé âîïðîñ —

î ñóùåñòâîâàíèè èn. Åñëè âñå ó÷àñòâóþùèå â

ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è (4) ôóíêöèè íåïðåðûâíû,

à ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî áèêîìïàêòó, òî èn ñóùå-

ñòâóåò. Åñòü è èíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èn

[12].

Ïðè ïîÿâëåíèè íîâîãî íàáëþäåíèÿ x â ñîîò-

âåòñòâèè ñ ìåòîäîëîãèåé âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñè-

ìîñòè ðåêîìåíäóåòñÿ âûáèðàòü îöåíêó ñîîòâåòñò-

âóþùåãî ó ïî ïðàâèëó

y* = g(x, èn).

Îáîñíîâàòü òàêóþ ðåêîìåíäàöèþ â ðàìêàõ äåòåð-

ìèíèðîâàííîãî àíàëèçà äàííûõ íåâîçìîæíî. Ýòî

ìîæíî ñäåëàòü òîëüêî â âåðîÿòíîñòíîé òåîðèè,

ðàâíî êàê è èçó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå

èn, äîêàçàòü ñîñòîÿòåëüíîñòü ýòîé îöåíêè.

Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, âåðîÿòíîñòíóþ

òåîðèþ öåëåñîîáðàçíî ñòðîèòü äëÿ òðåõ ðàçëè÷-

íûõ ïîñòàíîâîê.

1. Ïåðåìåííàÿ x — äåòåðìèíèðîâàííàÿ (íà-

ïðèìåð, âðåìÿ), ïåðåìåííàÿ y — ñëó÷àéíàÿ, åå

ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò x.

2. Ñîâîêóïíîñòü (xk, yk), k = 1, 2, ..., n, — âû-

áîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ñî

çíà÷åíèÿìè â X × Y.

3. Èìååòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûé íàáîð ïàð

(xk0, yk0), k = 1, 2, ..., n, ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ

(xk, yk) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ýëåìåíòîì, ðàñïðåäå-

ëåíèå êîòîðîãî çàâèñèò îò (xk0, yk0). Ýòî ïîñòàíîâ-

êà òàê íàçûâàåìîãî êîíôëþýíòíîãî àíàëèçà.

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ

f f g x yn k k k

k

n

( , ) ( ( , ), ),� � ��

�

�

1

îäíàêî ñëó÷àéíîñòü âõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü

ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè, ñ êîòî-

ðîé ñâÿçàíî è îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíîé ôóíêöèè

f(è).

Ïðîùå âñåãî âûãëÿäèò f(è) â ñëó÷àå âòîðîé

ïîñòàíîâêè ïðè fk  f:

f(è) = Mf(g(x1, è), y).
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Â ñëó÷àå ïåðâîé ïîñòàíîâêè

f Mf g x y
n

k k k

k

n

( ) lim ( ( , ), ( ))� � ��

��
�

�

1

â ïðåäïîëîæåíèè ñóùåñòâîâàíèÿ óêàçàííîãî ïðå-

äåëà. Ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ äëÿ òðåòüåé ïîñòà-

íîâêè:

f Mf g x y
n

k k k

k

n

( ) lim ( ( ( ), ), ( )).� � � ��

��
�

�

1

Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ íà îñíîâå îáùèõ ðåçóëüòà-

òîâ î ïîâåäåíèè ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ çàäà÷ ìîæíî èçó÷èòü àñèìïòîòèêó îöå-

íîê èn ìåòîäàìè íå÷èñëîâîé ñòàòèñòèêè [12].

Ïðè âûïîëíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âíóòðèìàòå-

ìàòè÷åñêèõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè îöåíêè îêàçû-

âàþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè, ò.å. óäàåòñÿ âîññòàíî-

âèòü çàâèñèìîñòü.

Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãðåññèÿ. Ñîîòíîøåíèå

(4) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè. Ïîÿñ-

íèì, êàê ýòà çàäà÷à ñîîòíîñèòñÿ ñ íàõîæäåíèåì

ðåãðåññèè. Ñîãëàñíî [12] äëÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(î, ç) ñî çíà÷åíèÿìè â X × Y ðåãðåññèåé ç íà î îò-

íîñèòåëüíî ìåðû áëèçîñòè f åñòåñòâåííî íàçâàòü

ðåøåíèå çàäà÷è

Mf(g(î), ç) � min,
g

(5)

ãäå f: Y × Y � R1, g: X � Y, ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî

ìíîæåñòâó âñåõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé.

Ìîæíî èñõîäèòü è èç ôîðìàëüíî äðóãîãî îï-

ðåäåëåíèÿ. Äëÿ êàæäîãî x � X ðàññìîòðèì ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó ç(x), ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé

ÿâëÿåòñÿ óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ç ïðè óñëî-

âèè î = x. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå îáùåé

ïðèðîäû íàçîâåì óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è

M x Mf y x y Y( | ) min ( , ( )), .! " !� � �arg

Îêàçûâàåòñÿ, ïðè îáû÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

èçìåðèìîñòè ðåøåíèå çàäà÷è (5) ñîâïàäàåò ñ

M(ç|î = x). (Âíóòðèìàòåìàòè÷åñêèå óòî÷íåíèÿ

òèïà «ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïî÷òè âñþäó» çäåñü

îïóùåíû.)

Åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå M(ç|î = x) ïðèíàäëåæèò íå-

êîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó g(x, è), òî

çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåãðåññèè ñâîäèòñÿ ê îöåíè-

âàíèþ ïàðàìåòðà è â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàññìîòðåí-

íîé âûøå âòîðîé ïîñòàíîâêîé âåðîÿòíîñòíîé

òåîðèè ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Åñëè æå íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî ðåãðåñ-

ñèÿ ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó

ñåìåéñòâó, ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåïàðàìåòðè÷å-

ñêèå îöåíêè ðåãðåññèè. Èõ ñòðîÿò ñ ïîìîùüþ íå-

ïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíîê ïëîòíîñòè [2, 10].

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû âîññòàíîâëå-

íèÿ çàâèñèìîñòè. Ïóñòü í1 — ìåðà â X, í2 —

ìåðà â Y, à èõ ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå í = í1 × í2 —

ìåðà â X × Y. Ïóñòü g(x, y) — ïëîòíîñòü ñëó÷àé-

íîãî ýëåìåíòà (î, ç) ïî ìåðå í. Òîãäà óñëîâíàÿ

ïëîòíîñòü g(y|x) ðàñïðåäåëåíèÿ ç ïðè óñëîâèè

î = x èìååò âèä

g y x
g x y

g x y dy

Y

( | )
( , )

( , ) ( )

�

�
#

2

(6)

(â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåãðàë â çíàìåíàòåëå

îòëè÷åí îò 0). Ñëåäîâàòåëüíî,

Mf y x f y a g a x da

Y

( , ( )) ( , ) ( | ) ( ),! #�
� 2

à ïîòîìó

M x Mf y x

y Y

( | ) min ( , ( ))! " !� � �

�

arg

�

�

�
arg min ( , ) ( | ) ( ).

y Y
Y

f y a g a x da#
2

Çàìåíÿÿ â ôîðìóëå (6) g(x, y) íåïàðàìåòðè÷åñêîé

îöåíêîé ïëîòíîñòè gn(x, y), ïîëó÷àåì îöåíêó óñ-

ëîâíîé ïëîòíîñòè

g y x
g x y

g x y dy
n

n

n

Y

( | )
( , )

( , ) ( )

.�

�
#

2

(7)

Åñëè gn(x, y) — ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà g(x, y), òî

÷èñëèòåëü (7) ñõîäèòñÿ ê ÷èñëèòåëþ (6). Ñõîäè-

ìîñòü çíàìåíàòåëÿ (7) ê çíàìåíàòåëþ (6) îáîñíî-

âûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíîé òåîðèè ñòàòè-

ñòèê èíòåãðàëüíîãî òèïà [12]. Â èòîãå ïîëó÷àåì

óòâåðæäåíèå î ñîñòîÿòåëüíîñòè íåïàðàìåòðè÷å-

ñêîé îöåíêè (7) óñëîâíîé ïëîòíîñòè (6).

Íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ îöåíêà ðåãðåññèè

M x f y a g a x dan

y Y
Y

n( | ) min ( , ) ( | ) ( ).! " #� �

�

�
arg

2

Ñîñòîÿòåëüíîñòü ýòîé îöåíêè ñëåäóåò èç ïðèâå-

äåííûõ âûøå îáùèõ ðåçóëüòàòîâ îá àñèìïòîòè-

÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ ñòà-

òèñòè÷åñêèõ çàäà÷.

Îöåíèâàíèå îáúåêòîâ íå÷èñëîâîé

ïðèðîäû â êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ

ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà

Íå÷èñëîâàÿ ñòàòèñòèêà òåñíî ñâÿçàíà ñ êëàñ-

ñè÷åñêèìè îáëàñòÿìè ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè.

Ðÿä òðóäíîñòåé â êëàññè÷åñêèõ ïîñòàíîâêàõ

óäàåòñÿ ïîíÿòü è ðàçðåøèòü ëèøü ñ ïîìîùüþ îá-

ùèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè. Â ÷àñò-
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íîñòè, ýòî êàñàåòñÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ, êî-

ãäà ïàðàìåòð èìååò íå÷èñëîâóþ ïðèðîäó.

Ðàññìîòðèì òèïîâóþ ïðèêëàäíóþ ïîñòàíîâêó

çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèîííîé çàâèñèìî-

ñòè, ëèíåéíîé ïî ïàðàìåòðàì. Èñõîäíûå äàííûå

èìåþò âèä (xi, yi) � R2, i = 1, 2, ..., n. Öåëü ñîñòîèò

â òîì, ÷òîáû ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñàòü y

êàê ìíîãî÷ëåí (ïîëèíîì) îò x, ò.å. ìîäåëü èìååò

âèä

y a x
i k i

k

k

m

i
� 	

�

�

0

� , i = 1, 2, ..., n, (8)

ãäå m — íåèçâåñòíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà; a0, a1,

a2, ..., am — íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ìíîãî-

÷ëåíà; åi, i = 1, 2, ..., n, — ïîãðåøíîñòè, êîòîðûå

äëÿ ïðîñòîòû ïðèìåì íåçàâèñèìûìè è èìå-

þùèìè îäíî è òî æå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåð-

ñèåé ó
2.

Â ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêå ÷àñòî èñïîëüçóþò

ñëåäóþùóþ òåõíîëîãèþ àíàëèçà äàííûõ. Ñíà÷à-

ëà ïûòàþòñÿ ïðèìåíèòü ìîäåëü (8) äëÿ ëèíåéíîé

ôóíêöèè (m = 1), ïðè íåóäà÷å (íåàäåêâàòíîñòè

ìîäåëè) ïåðåõîäÿò ê ìíîãî÷ëåíó âòîðîãî ïîðÿäêà

(m = 2), åñëè ñíîâà íåóäà÷à, òî áåðóò ìîäåëü (8)

ñ m = 3 è ò.ä. Àäåêâàòíîñòü ìîäåëè îáû÷íî ïðî-

âåðÿþò ïî F-êðèòåðèþ Ôèøåðà, îñíîâàííîìó íà

ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè ïîãðåøíîñòåé.

Îáñóäèì ñâîéñòâà ýòîé ïðîöåäóðû. Åñëè ñòå-

ïåíü ïîëèíîìà çàäàíà (m = m0), òî åãî êîýôôè-

öèåíòû îöåíèâàþò ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðà-

òîâ, ñâîéñòâà ýòèõ îöåíîê õîðîøî èçâåñòíû.

Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå m òîæå

ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðîì è ïîäëåæèò

îöåíêå. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ îöåíèòü îáú-

åêò (m, a0, a1, a2, ..., am), ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êî-

òîðîãî ìîæíî îïèñàòü êàê R1 � R2 � R3 � ... Ýòî —

îáúåêò íå÷èñëîâîé ïðèðîäû, îáû÷íûå ìåòîäû

îöåíèâàíèÿ äëÿ íåãî íåïðèìåíèìû. Ðàçðàáîòàí-

íûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ìåòîäû îöåíèâàíèÿ

ñòåïåíè ïîëèíîìà íîñÿò â îñíîâíîì ýâðèñòè÷å-

ñêèé õàðàêòåð (ñì., íàïðèìåð, ãë. 12 ìîíîãðàôèè

[13]). Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç íèõ.

Çàìå÷àíèå. Çäåñü íàãëÿäíî ïðîÿâëÿåòñÿ îäíà

èç ïðè÷èí æèâó÷åñòè âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ. Òàêèå ìîäåëè, êàê ïðàâèëî, íåàäåêâàòíû ðå-

àëüíîé ñèòóàöèè, î ÷åì ñêàçàíî âûøå. Îäíàêî ñ

ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îíè ïîçâîëÿþò

ãëóáæå ïðîíèêíóòü â ñóòü èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ.

Ïîýòîìó òàêèå ìîäåëè ïîëåçíû äëÿ ïåðâîíà÷àëü-

íîãî àíàëèçà ñèòóàöèè. Â õîäå äàëüíåéøèõ èñ-

ñëåäîâàíèé íåîáõîäèìî ñíÿòü íåðåàëèñòè÷åñêîå

ïðåäïîëîæåíèå íîðìàëüíîñòè è ïåðåéòè ê íåïà-

ðàìåòðè÷åñêèì ìîäåëÿì.

Îöåíèâàíèå ñòåïåíè ïîëèíîìà. Ïîëåçíî ðàñ-

ñìîòðåòü îñíîâíîé ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà ðåãðåññè-

îííîé ìîäåëè (8). Îäíè è òå æå äàííûå ìîæíî îá-

ðàáàòûâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íà ïåðâûé

âçãëÿä, ïîêàçàòåëåì îòêëîíåíèé äàííûõ îò ìîäå-

ëè ìîæåò ñëóæèòü îñòàòî÷íàÿ ñóììà êâàäðàòîâ

SS. ×åì ýòîò ïîêàçàòåëü ìåíüøå, òåì ïðèáëèæå-

íèå ëó÷øå, çíà÷èò, è ìîäåëü ëó÷øå îïèñûâàåò

ðåàëüíûå äàííûå. Îäíàêî ýòî ðàññóæäåíèå ãî-

äèòñÿ òîëüêî äëÿ ìîäåëåé ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì

ïàðàìåòðîâ. Âåäü åñëè äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ïàðà-

ìåòð, ïî êîòîðîìó ìîæíî ìèíèìèçèðîâàòü, òî è

ìèíèìóì, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà

ðåãðåññèîííîé ìîäåëè èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ

îöåíêó îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè:

^ ( ) .�
2

1
m

SS

n m
�

� �

Òàêèì îáðàçîì, ââîäÿò êîððåêòèðîâêó íà ÷èñëî

ïàðàìåòðîâ, îöåíèâàåìûõ ïî íàáëþäàåìûì äàí-

íûì. Êîððåêòèðîâêà ñîñòîèò â óìåíüøåíèè çíà-

ìåíàòåëÿ íà óêàçàííîå ÷èñëî. Â ìîäåëè (8) ýòî

÷èñëî ðàâíî (m + 1). Â ñëó÷àå çàäà÷è âîññòàíîâ-

ëåíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé

îöåíêà îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè

^ ,�
2

2
�

�

S

n

ïîñêîëüêó ÷èñëî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ m +

+ 1 = 2.

Åùå ðàç — ïî÷åìó ïðè ïîäáîðå âèäà ìîäåëè

çíàìåíàòåëü äðîáè, îöåíèâàþùåé îñòàòî÷íóþ

äèñïåðñèþ, ïðèõîäèòñÿ êîððåêòèðîâàòü ïî ÷èñëó

ïàðàìåòðîâ? Åñëè ýòîãî íå äåëàòü, òî ïðèäåòñÿ

çàêëþ÷èòü, ÷òî âñåãäà ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè

ëó÷øå ñîîòâåòñòâóåò äàííûì, ÷åì ëèíåéíàÿ

ôóíêöèÿ, ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè ëó÷øå ïðè-

áëèæàåò èñõîäíûå äàííûå, ÷åì ìíîãî÷ëåí âòî-

ðîé ñòåïåíè, è ò.ä. Â êîíöå êîíöîâ äîõîäèì äî

ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè (n – 1) ñ n êîýôôèöèåíòàìè,

êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç âñå çàäàííûå òî÷êè. Íî

åãî ïðîãíîñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè, ñêîðåå âñåãî,

ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì äàæå ó ëèíåéíîé ôóíê-

öèè. Èçëèøíåå óñëîæíåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìî-

äåëåé âðåäíî.

Òèïîâîå ïîâåäåíèå ñêîððåêòèðîâàííîé îöåí-

êè îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè

í(m) = ó
2(m)

â ñëó÷àå ðàñøèðÿþùåéñÿ ñèñòåìû ìîäåëåé (ò.å.

ïðè âîçðàñòàíèè íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà m) âû-

ãëÿäèò òàê. Ñíà÷àëà íàáëþäàåì çàìåòíîå óáûâà-

íèå. Çàòåì îöåíêà îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè êî-
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ëåáëåòñÿ îêîëî íåêîòîðîé êîíñòàíòû (äèñïåðñèè

ïîãðåøíîñòè).

Ïîÿñíèì ñèòóàöèþ íà ïðèìåðå ìîäåëè âîñ-

ñòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè, âûðàæåííîé ìíîãî-

÷ëåíîì:

x(t) = a0 + a1t + a2t
2 + a3t

3 + ... + amtm.

Ïóñòü ýòà ìîäåëü ñïðàâåäëèâà ïðè m = m0. Ïðè

m < m0 â ñêîððåêòèðîâàííîé îöåíêå îñòàòî÷íîé

äèñïåðñèè ó÷èòûâàþòñÿ íå òîëüêî ïîãðåøíîñòè

èçìåðåíèé, íî è ñîîòâåòñòâóþùèå (ñòàðøèå) ÷ëå-

íû ìíîãî÷ëåíà (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåí-

òû ïðè íèõ îòëè÷íû îò 0). Ïðè m $ m0 èìååì

lim ( ) .
n

m
��

�# �
2

Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîððåêòèðîâàííàÿ îöåíêà îñòà-

òî÷íîé äèñïåðñèè áóäåò êîëåáàòüñÿ îêîëî óêàçàí-

íîãî ïðåäåëà. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì, ÷òî â êà÷åñòâå îöåíêè íåèçâåñòíîé ñòà-

òèñòèêó ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà (ïîëèíîìà) ìîæíî

èñïîëüçîâàòü ïåðâûé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ñêîð-

ðåêòèðîâàííîé îöåíêè îñòàòî÷íîé äèñïåðñèè,

ò.å.

m* = min{m: í(m – 1) > í(m),

í(m) 
 í(m + 1)}.

Â ðàáîòå [14] íàéäåíî ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ýòîé îöåíêè ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà. Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íåêîòîðûõ

óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè

lim ( * ) ,
n

P m m
��

% �
0

0 lim ( * ) ( ) ,
n

uP m m u
��

� 	 � �
0

1& &

u = 0, 1, 2, ...,

ãäå

&

'

� � � � �

�




�
�

�

�

�
�

�

�

�
Ô Ô d( ) ( ) exp , .1 1

1

2 2
0 68268

2

1

1

x
x

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

îöåíêè m* ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà (ïîëèíîìà) ÿâëÿ-

åòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè,

÷òî îöåíêà íå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé. Ïðè ýòîì

âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ìåíüøåå çíà÷åíèå, ÷åì èñ-

òèííîå, íè÷òîæíî ìàëà. Äàëåå èìååì:

P(m* = m0) � 0,68268,

P(m* = m0 + 1) �

� 0,68268(1 – 0,68268) = 0,21663,

P(m* = m0 + 2) �

� 0,68268(1 – 0,68268)2 = 0,068744,

P(m* = m0 + 3) � 0,68268(1 –

– 0,68268)3 = 0,021814...

Ðàçðàáîòàíû è èíûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ íå-

èçâåñòíîé ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà, íàïðèìåð, ïóòåì

ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïðîâåðêè

àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè ñ ïîìî-

ùüþ êðèòåðèÿ Ôèøåðà. Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå

òàêèõ îöåíîê — òàêîå æå, êàê â ïðèâåäåííîé

âûøå òåîðåìå, òîëüêî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ë

èíîå. Äëÿ ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà äàâíî ïðåäëî-

æåíû ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè [15]. Äëÿ ýòîãî

äîñòàòî÷íî óðîâåíü çíà÷èìîñòè (ïðè ïðîâåðêå

àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèîííîé çàâèñèìîñòè ñ ïî-

ìîùüþ êðèòåðèÿ Ôèøåðà) ñäåëàòü óáûâàþùèì

ïðè ðîñòå îáúåìà âûáîðêè.

Ïîñòðîåíèå èíôîðìàòèâíîãî ïîäìíîæå-

ñòâà ïðèçíàêîâ. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìíîãîìåð-

íîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè äàííûå èìåþò âèä

(yi, Xi), i = 1, 2, ..., n, ãäå Xi = (xi1, xi2, ..., xiN) � RN

— âåêòîð ïðåäèêòîðîâ (ôàêòîðîâ, îáúÿñíÿþùèõ

ïåðåìåííûõ), à ìîäåëü òàêîâà:

y a x
i j ij

j K

i
� 	

�

� � , i = 1, 2, ..., n, (9)

ãäå K — íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà

{1, 2, ..., n}; åi — òå æå, ÷òî è â ìîäåëè (8); aj —

íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ïðè ïðåäèêòîðàõ ñ

íîìåðàìè èç K. Ìíîæåñòâî K íàçûâàþò èíôîð-

ìàòèâíûì ïîäìíîæåñòâîì ïðèçíàêîâ, ïîñêîëüêó

ñîãëàñíî ôîðìóëå (9) îñòàëüíûå ïðèçíàêè ìîæíî

îòáðîñèòü áåç ïîòåðè èíôîðìàöèè. Ïðîáëåìà ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî ïðè àíàëèçå ðåàëüíûõ äàííûõ

íåèçâåñòíî, êàêèå ïðèçíàêè âõîäÿò â K, à êà-

êèå — íåò. ßñíà âàæíîñòü îöåíèâàíèÿ èíôîðìà-

òèâíîãî ïîäìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ.

Ìîäåëü (8) ñâîäèòñÿ ê ìîäåëè (9), åñëè

xi1 = 1, xi2 = xi, xi3 = x
i

2, xi4 = x
i

3, ..., xij �
�

x
i

j 1
, ...

Â ìîäåëè (8) èìååòñÿ åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê ââî-

äà ïðåäèêòîðîâ â ðàññìîòðåíèå — â ñîîòâåòñòâèè

ñ âîçðàñòàíèåì ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà, à â ìîäåëè

(9) òàêîãî ïîðÿäêà íåò, ïîýòîìó çäåñü ïðèõîäèòñÿ

ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-

æåñòâà ïðåäèêòîðîâ. Åñòü òîëüêî ÷àñòè÷íûé ïî-

ðÿäîê — ÷åì ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà ìåíüøå,

òåì ëó÷øå. Ìîäåëü (9) îñîáåííî àêòóàëüíà â òåõ-

íè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ (ñì. ìíîãî÷èñëåííûå

ïðèìåðû â æóðíàëå «Çàâîäñêàÿ ëàáîðàòîðèÿ. Äè-

àãíîñòèêà ìàòåðèàëîâ»). Îíà ïðèìåíÿåòñÿ â çà-

äà÷àõ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ïðîäóêöèè è äðóãèõ

òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ, â ìåäè-

öèíå, ýêîíîìèêå, ìàðêåòèíãå è ñîöèîëîãèè, êîãäà

èç áîëüøîãî ÷èñëà ôàêòîðîâ, ïðåäïîëîæèòåëüíî

âëèÿþùèõ íà èçó÷àåìóþ ïåðåìåííóþ, íàäî îòî-

áðàòü ïî âîçìîæíîñòè íàèìåíüøåå ÷èñëî çíà÷è-

70 «Çàâîäcêàÿ ëàáîpàòîpèÿ. Äèàãíîcòèêà ìàòåpèàëîâ». 2018. Òîì 84. ¹ 5



ìûõ ôàêòîðîâ è ñ èõ ïîìîùüþ ñêîíñòðóèðîâàòü

ïðîãíîçèðóþùóþ ôîðìóëó (9).

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ìîäåëè (9) ðàçáèâàåòñÿ íà

äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå çàäà÷è: îöåíèâàíèå ìíî-

æåñòâà K — ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà âñåõ ïðå-

äèêòîðîâ, à çàòåì — íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ aj.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ âòîðîé çàäà÷è õîðîøî èçâåñò-

íû è ïîäðîáíî èçó÷åíû (îáû÷íî èñïîëüçóþò

ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ). Ãîðàçäî õóæå îá-

ñòîèò äåëî ñ îöåíèâàíèåì îáúåêòà íå÷èñëîâîé

ïðèðîäû K. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû — â îñíîâ-

íîì ýâðèñòè÷åñêèå — çà÷àñòóþ íå ÿâëÿþòñÿ äàæå

ñîñòîÿòåëüíûìè. Äàæå ñàìî ïîíÿòèå ñîñòîÿ-

òåëüíîñòè â äàííîì ñëó÷àå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî

îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü K0 — èñòèííîå ïîäìíî-

æåñòâî ïðåäèêòîðîâ, ò.å. ïîäìíîæåñòâî, äëÿ êîòî-

ðîãî ñïðàâåäëèâà ìîäåëü (9), à ïîäìíîæåñòâî

ïðåäèêòîðîâ Kn — åãî îöåíêà. Îöåíêà Kn íàçûâà-

åòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé, åñëè

lim ( ) ,
n

nCard K K
��

��
0

0

ãäå Ä — ñèìâîë ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè ìíî-

æåñòâ; Card(K) îçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæå-

ñòâà K, à ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ñõîäèìî-

ñòè ïî âåðîÿòíîñòè.

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ â ìîäåëÿõ ðåãðåññèè, òà-

êèì îáðàçîì, ðàçáèâàåòñÿ íà äâå — îöåíèâàíèå

ñòðóêòóðû ìîäåëè è îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ïðè

çàäàííîé ñòðóêòóðå. Â ìîäåëè (8) ñòðóêòóðà îïè-

ñûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì m, â

ìîäåëè (9) — ìíîæåñòâîì K. Ñòðóêòóðà — îáúåêò

íå÷èñëîâîé ïðèðîäû. Çàäà÷à åå îöåíèâàíèÿ

ñëîæíà, â òî âðåìÿ êàê çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ÷èñ-

ëåííûõ ïàðàìåòðîâ ïðè çàäàííîé ñòðóêòóðå

õîðîøî èçó÷åíà, ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå (â

ñìûñëå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè)

ìåòîäû.

Òàêîâà æå ñèòóàöèÿ è â äðóãèõ ìåòîäàõ ìíî-

ãîìåðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà — â ôàêòîð-

íîì àíàëèçå (âêëþ÷àÿ ìåòîä ãëàâíûõ êîìïîíåíò)

è â ìíîãîìåðíîì øêàëèðîâàíèè, â èíûõ îïòèìè-

çàöèîííûõ ïîñòàíîâêàõ ïðîáëåì ïðèêëàäíîãî

ìíîãîìåðíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Ìíîæåñòâî K è ïàðàìåòðû aj ëèíåéíîé çàâè-

ñèìîñòè ìîæíî îöåíèâàòü ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è

îïòèìèçàöèè

y a x
i j ij

j Ki

n

�

�




�

�

�

�

�

�

�

��

��

2

1

min, (10)

â êîòîðîé ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî K, aj, j � K. Ìàòå-

ìàòè÷åñêàÿ ïðèðîäà ìíîæåñòâà, ïî êîòîðîìó ïðî-

âîäèòñÿ ìèíèìèçàöèÿ, âåñüìà ñëîæíà. Ýòî è îáú-

ÿñíÿåò òîò ôàêò, ÷òî ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàç-

ðàáîòàíî ìíîãî ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îöåíèâà-

íèÿ èíôîðìàòèâíîãî ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ K,

ñâîéñòâà êîòîðûõ ïëîõî èçó÷åíû. Íà îñíîâå îá-

ùèõ ðåçóëüòàòîâ íå÷èñëîâîé ñòàòèñòèêè îá àñèì-

ïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ çàäà÷ óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî îöåí-

êè, ïîëó÷åííûå ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (7), ÿâëÿ-

þòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè [16].

Ýôôåêò «âçäóâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êîððå-

ëÿöèè». Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåñüìà ïîïóëÿðíû

ìåòîäû ïîèñêà «íàèáîëåå èíôîðìàòèâíîãî ìíî-

æåñòâà ïðèçíàêîâ» â ðåãðåññèîííîì è äèñêðèìè-

íàíòíîì àíàëèçå. Ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû,

êàê ïðàâèëî, îñíîâàíû íà ïåðåáîðå áîëüøîãî

÷èñëà íàáîðîâ ïðèçíàêîâ. Êàê ïðàâèëî, ïðè ýòîì

èãíîðèðóþò ýôôåêò «âçäóâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ

êîððåëÿöèè». Ýòî ÿâëåíèå îáíàðóæèë À. Í. Êîë-

ìîãîðîâ â 1933 ã. [17]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ

ìíîãî íàáîðîâ ïðåäèêòîðîâ (ôàêòîðîâ, ïðèçíà-

êîâ). Äëÿ êàæäîãî èç íèõ ñòðîèòñÿ íàèëó÷øåå

ïðèáëèæåíèå îòêëèêà ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé

ôóíêöèè îò ïðåäèêòîðîâ. Ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà

ïðèáëèæåíèÿ ñëóæèò êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

ìåæäó îòêëèêîì è íàèëó÷øåé ëèíåéíîé ôóíêöè-

åé îò ïðåäèêòîðîâ (â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÷àùå èñ-

ïîëüçóþò åãî êâàäðàò, íàçûâàåìûé êîýôôèöèåí-

òîì äåòåðìèíàöèè). Ýôôåêò «âçäóâàíèÿ» êîýô-

ôèöèåíòà êîððåëÿöèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè óâå-

ëè÷åíèè ÷èñëà ïðîàíàëèçèðîâàííûõ íàáîðîâ

ïðåäèêòîðîâ çàìåòíî ðàñòåò ìàêñèìàëüíûé èç

ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ êîððåëÿöèè —

ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà ïðèáëèæåíèÿ. Ñîçäàåòñÿ

âïå÷àòëåíèå, ÷òî òîò íàáîð ïðåäèêòîðîâ, íà êîòî-

ðîì äîñòèãàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìûé ìàêñèìóì,

äàåò õîðîøåå ïðèáëèæåíèå äëÿ îòêëèêà. Îäíàêî

ýòî âïå÷àòëåíèå ðàçâåèâàåòñÿ ïðè ïîïûòêå èñ-

ïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ çàâèñèìîñòü äëÿ

ïðîãíîçà — ïî íîâûì äàííûì êîýôôèöèåíò êîð-

ðåëÿöèè ìåæäó îòêëèêîì è ðàíåå íàéäåííîé ëè-

íåéíîé ôóíêöèåé îò ïðåäèêòîðîâ îêàçûâàåòñÿ

çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì.

Êàê îòìå÷åíî â [16], àêòóàëüíîñòü ðàáîòû

À. Í. Êîëìîãîðîâà [17] â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùå-

ñòâåííî ïîâûñèëàñü. Ýôôåêò «âçäóâàíèÿ» êîýô-

ôèöèåíòà êîððåëÿöèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðîÿâ-

ëåíèé íåêëàññè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ õàðàêòåðèñòèê â ñèòóàöèè, êîãäà îäíà è òà

æå ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîöåäóðà îñóùåñòâëÿåòñÿ

ìíîãîêðàòíî, íàïðèìåð, ïðè ìíîæåñòâåííûõ

ïðîâåðêàõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç [18].

Ðåãðåññèîííûé àíàëèç

èíòåðâàëüíûõ äàííûõ

Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò ìîäåëè, â êîòîðûõ

êàê âõîäíàÿ, òàê è âûõîäíàÿ ïåðåìåííûå èìåþò

ïîãðåøíîñòè, îïðåäåëÿåìûå çíà÷åíèÿìè ýòèõ ïå-

ðåìåííûõ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âìåñòî «èñòèí-
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íûõ» äàííûõ (ti, xi), i = 1, 2, ..., n, íàáëþäàþò

äàííûå ñ ïîãðåøíîñòÿìè (qi, yi), i = 1, 2, ..., n, ãäå

qi = ti + åi, yi = xi + äi. Çäåñü åi è äi — ïîãðåø-

íîñòè èçìåðåíèé (íàáëþäåíèé, ðåãèñòðàöèè,

îïûòîâ, àíàëèçîâ). Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü çàâè-

ñèìîñòü ìåæäó «èñòèííûìè» ïåðåìåííûìè t è x.

Ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è åñòü íåñêîëüêî ïîä-

õîäîâ. Åñëè çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ïî-

ãðåøíîñòåé, íàëîæåííûõ íà ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, òî ïëîäîòâîðåí ïîäõîä ñòàòèñòèêè èíòåð-

âàëüíûõ äàííûõ [19]. Âîññòàíîâëåíèþ ëèíåéíîé

çàâèñèìîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì ñòàòèñòè-

êè èíòåðâàëüíûõ äàííûõ ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ [20],

ïîäðîáíîìó èçëîæåíèþ ñòàòèñòèêè èíòåðâàëü-

íûõ äàííûõ — ðàçâåðíóòûå ãëàâû â ìîíîãðàôè-

ÿõ [2, 12, 21, 22].

Ïîäõîä À. Ï. Âîùèíèíà, Í. Â Ñêèáèöêîãî è

èõ ñïîäâèæíèêîâ èñõîäèò íåïîñðåäñòâåííî èç

àíàëèçà èíòåðâàëüíûõ äàííûõ, áåç èñïîëüçîâà-

íèÿ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ýòîò

ïîäõîä îòðàæåí, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [23 – 28].

Óõîäèò â ïðîøëîå ïîäõîä òàê íàçûâàåìîãî

êîíôëþýíòíîãî àíàëèçà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïî-

ãðåøíîñòè èçìåðåíèé åi è äi èìåþò íîðìàëüíûå

ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñêîëüêó, êàê óæå îòìå÷àëîñü,

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ ðåàëüíûõ âåëè-

÷èí íå ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè, êîíôëþýíòíûé

àíàëèç íå àäåêâàòåí ðåàëüíûì ñèòóàöèÿì è ïî-

òîìó íå èìååò ïðàêòè÷åñêèõ ïåðñïåêòèâ. Òî÷íî

òàê æå ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà è Ôèøåðà íå

àäåêâàòíû ðåàëüíîñòè è ìîãóò èìåòü ëèøü òåîðå-

òè÷åñêîå çíà÷åíèå. Âìåñòå ñ òåì îòìåòèì, ÷òî,

íàïðèìåð, íåèçâåñòåí íåïàðàìåòðè÷åñêèé àíà-

ëîã êðèòåðèÿ Ôèøåðà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ

ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèîííîé ìîäåëè

(íàïðèìåð, äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé

ìîäåëè, êîãäà àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-

òè÷åñêàÿ).

Òàêèì îáðàçîì, àíàëèç ìíîãîîáðàçèÿ ìîäå-

ëåé ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà ïðèâîäèò ê âûâîäó,

÷òî íå ñóùåñòâóåò åäèíîé «ñòàíäàðòíîé ìîäåëè».

Â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îïèñû-

âàòü èñïîëüçóåìóþ ìîäåëü è îáîñíîâûâàòü åå.

Èññëåäîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè

ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè âåäóòñÿ àêòèâíî, íî ìíî-

ãî çàäà÷ âñå åùå òðåáóåò ðåøåíèÿ. Íåêîòîðûå òà-

êèå çàäà÷è îòìå÷åíû âûøå. Íàïðèìåð, ðàçðàáî-

òàííûå â ÕÕ â. ìîäåëè è ìåòîäû, îñíîâàííûå íà

ïðåäïîëîæåíèè íîðìàëüíîñòè, òðåáóþò îñìûñ-

ëåíèÿ è äîðàáîòêè (êàê òåîðåòè÷åñêîé, òàê è àë-

ãîðèòìè÷åñêîé) ñ ïîçèöèé íåïàðàìåòðè÷åñêîé

ñòàòèñòèêè.

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåíèå ïî-

íÿòèÿ «ðåãðåññèîííûé àíàëèç» è åãî ñîäåðæàíèå

öåëåñîîáðàçíî îáñóäèòü ïîäðîáíî íà ñòðàíèöàõ

íàøåãî æóðíàëà. Êðèòè÷åñêèé ðàçáîð óñòîÿâ-

øèõñÿ âçãëÿäîâ íåîáõîäèì äëÿ êâàëèôèöèðî-

âàííîãî ðàçâèòèÿ è ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïåðå-

õîäà íà ñîâðåìåííóþ ïàðàäèãìó ïðèêëàäíîé ñòà-

òèñòèêè [5].
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